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lieren sie ihre restliche Energie nahezu ausschlieflich
durch elastische Stofle mit den Au-Atomen des Tar-
gets; dort kommt es zum Einschmelzen und zum
erneuten Auskristallisieren gréferer Bereiche des
Targets.

4. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird von Bestrahlungs-
experimenten an Deuterium-Selbsttargets aus Au,
Ni und Cu berichtet. Die Analyse des Protonenspek-
trums der D (d,p) T-Reaktion gestattet eine Lokali-
sierung der in das Target eingelagerten Deuteronen.
Bei der Bestrahlung von massiven Ni- und Cu-Tar-
gets zeigt das Experiment nur einen Oberflachenan-
teil der d—d-Reaktion, wahrend bei Au-Folien mitt-
lerer Stirke (5...50 mg/cm?) zusitzlich ein bedeu-
tender innerer Reaktionsanteil zu beobachten ist. Bei
sehr diinnen Au-Folien fehlen — bedingt durch Aus-
heizung des Targets aufgrund des Folienstroms —
die inneren Reaktionen, wahrend am massiven Au-
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Target Oberflichenreaktionen neben dem inneren
Anteil nicht mehr festzustellen sind. Das sind Einzel-
heiten der Deuteronenverteilung, wie sie mit der
bisher verwendeten D (d,n)3He-Reaktion nicht er-
falit werden konnten.

In einem zweiten Teil der Arbeit wird ein ein-
faches Modell der durch die Bestrahlung hervor-
gerufenen Deuteronendiffusion im Selbsttarget ent-
wickelt. Nach diesem Bild schafft sich jedes einge-
schossene Deuteron einen eigenen Diffusionskanal,
der sich unter Verminderung seiner Temperatur
ausweitet. Deuteronen, die sich im Bereich dieses
Kanals befinden, erhalten kurzzeitig eine Diffusions-
moglichkeit, ehe die lokale Temperatur (durch
Wairmeleitung) so weit abgesunken ist, daf} eine wei-
tere Bewegung der Deuteronen unterdriickt wird. Sie
,frieren* an ihren Positionen ein und erhalten erst
durch ein weiteres eindringendes Deuteron in ihrer
Nachbarschaft die erneute Moglichkeit zur Diffusion.

Wir danken Herrn Prof. Dr. W. Wacrcner fiir die
Zurverfiigungstellung von Institutsmitteln.
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The energy-momentum tensor T2/ of the general theory of relativity is investigated on the basis
of a kinetic model of matter (point-particles). Its freedom of divergence results from the motion of
the particles. After a suitable decomposition of Tef into its invariant components these can be inter-
preted in a generally covariant manner according to their microstructure. By means of the distribu-
tion of matter special time-like world-lines are designated as stream-lines. The freedom of divergence
of T2/ can be interpreted by virtue of the model as a local balance of energy and momentum. In
this balance the influence of gravitational and inertial forces become immediately evident. Pressure
results as a function of the particle properties (state equation).

§ 1. Einfiihrung

Der Energie-Impuls-Tensor (E-I.-T) der Materie
spielt als Bestandteil der Einsteinschen Feldgleichun-
gen der Gravitation eine dominierende Rolle bei der
Untersuchung materieller Vorgédnge. Da sich in der
nichtrelativistischen Mechanik und Warmetheorie
statistische Methoden als tiefgehender erwiesen ha-
ben als phidnomenologische Betrachtungen, wollen
wir im folgenden den E-I-T auf Grund eines dem
idealen Gase entsprechenden kinetischen Modells der
Materie (Punktteilchen) konstruieren. Dabei lassen

wir beliebige Zustinde des Gases zu, spezialisieren
also nicht auf das thermodynamische Gleichgewicht.
Ferner betrachten wir die gesamte raum-zeitliche
Materieverteilung als vorgegeben, behandeln also
nicht ihre zeitliche Entwicklung aus einem Anfangs-
zustand. Daher tritt die Frage nach der Giiltigkeit
des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik (bzw.
des H-Theorems) in der allgemeinen Relativitats-
theorie (a.R.) in dieser Untersuchung noch nicht
auf.

Einige Beitrage zur statistischen Behandlung des
E-I-T sind bereits in vorangehenden Arbeiten ge-
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ENERGIE-IMPULS-TENSOR DER ALLGEMEINEN RELATIVITATSTHEORIE

liefert worden!, die hauptséichlich auf Untersuchun-
gen von SyNGE 2 aufbauen. Im Gegensatz zu diesen
Arbeiten werden wir einen Riickgriff auf die spezielle
Relativitatstheorie vermeiden und auch die Interpre-
tationen (indem wir Bezugssysteme durch Beobach-
ter reprasentieren) allgemein kovariant durchfiihren.
Die Metrik bleibt unspezialisiert. Die Deutung der
beobachtbaren makrophysikalischen Groflen des
E-I-T ergibt sich dabei aus ihrer mikrophysikali-
schen Struktur.

Dem allgemeinen Relativitatsprinzip entsprechen
wir durch beobachterfreie (,,absolute”) Definition
der GrundgréBen. Um ihre Eindeutigkeit zu garan-
tieren, ist eine genaue Durchfilhrung des Modells
(StoBprozesse) erforderlich.

In methodischer Hinsicht 16sen wir den Begriff
des Bezugssystems von dem des Kordinatensystems
und definieren ihn mittels eine Beobachterfeldes all-
gemein kovariant. Hierzu stellen wir das Bezugs-
system durch eine Kongruenz zeitartiger Weltlinien
dar, deren normierte Tangentenvektoren o® als 4-
Geschwindigkeiten von physikalischen Beobachtern
aufzufassen sind, und erhalten damit zugleich fir
jeden Beobachter eine lokale Aufspaltung der 4-di-
mensionalen Welt in Raum und Zeit: Der zu o°
orthogonale lokale Ruhraum stellt den 3-dimensio-
nalen Erfahrungsraum dar. Die Weltlinie des Be-
obachters liefert den Ablauf seiner Eigenzeit, die lo-
kale Zeitachse féllt also in Richtung von o Zu die-
sen Begriffsbildungen und Verfahren verweisen wir
auf die Darstellungen bei HonL und Dennen 3, aus

Abb. 1. Projektion der 4-Geschwindigkeit w;* in den Erfah-
rungsraum (gestrichelt) und auf die Zeitachse.

1 Sjehe z. B. C. M. Mazcg, C. R. Acad. Sci., Paris 260, 6300
u. 6539 [1965]; W. IsrakL, J. Math. Phys. 4, 1163 [1963].
— Vgl. auch die phdanomenologischen Untersuchungen von
C. Eckuart, Phys. Rev. 58, 919 [1940] ; A. H. Taus, Phys.
Rev. 94, 1468 [1954] ; 103, 454 [1956] ; E. C. G. StuEckEL-
BERG U. G. WanpErs, Helv. Phys. Acta 26, 307 [1953].

2 J.L. Svynce, Relativity (the General Theory), North-Holland
Publ. Co., Amsterdam 1964, 159 ff. bzw. speziell relativi-
stisch J. L. Synce, The Relativistic Gas, North-Holland
Publ. Co., Amsterdam 1957.

809

denen wir noch einige Grundformeln zusammenstel-

len* (vgl. Abb. 1):

L I Y T A2
w; = dSi ’ Vi = d'[ ] [ (,’2 ’
(1.1)
dr 1 w;®
L —wfo,= — = 2 . 1.2
ds; e VI — ﬂi' Vi wi® o, { )

w;* ist die (mit der Eigenzeit s; gebildete) 4-Ge-
schwindigkeit des i-ten Teilchens, v seine mit der
Eigenzeit v des Beobachters gemessene Geschwindig-
keit und v;(* die meBbare 3-Geschwindigkeit im Er-
fahrungsraum. Aus einem 4-Vektor, z. B. dem 4-Im-
puls des i-ten Teilchens p=m*;w* (m*; ist seine
Ruhemasse), entsteht durch Projektion in den Beob-
achtungsraum mittels des Projektionstensors 3

hf = g*f — 0% of (1.3)
ein 3-Vektor p; (der meBbare 3-Impuls)
pi® = pi bt = m*; w;(®, (1.4)

Durch Projektion auf die lokale Zeitachse entsteht
ein Skalar E;; (die meBbare Gesamtenergie des i-ten

Teilchens)
(1.5)

Eiq=m*;(wgo,).

§ 2. Notwendige Eigenschaften des Energie-
Impuls-Tensors und Materiemodell

Zunachst ist der E-I-T der Materie zu definieren.
Eine solche Definition ist weitgehend willkiirfrei,
denn die a.R. schrinkt die Definitionsmoglichkeit
ein, indem sie einen Rahmen fiir den E-I-T liefert,
den wir durch einen geeigneten Ansatz auszufillen
haben. Hierbei werden wir uns an dem Modell orien-
tieren, durch das wir die Materie idealisierend dar-
stellen.

Den allgemeinen Rahmen stellen die Einsteinschen
Feldgleichungen der Gravitation

Ré_LRg¥ = —nTe# (2.1)

H. Denxen, Z. Phys. 179, 76 [1964] ; siehe weiterhin 1.
Signatur: — — — +; Einheitenkonvention: c¢=1; griechi-
sche Buchstaben sind Tensorindizes: a=1, 2, 3, 4 (Sum-
menkonvention) ; ¢ und j sind Teilchenindizes (keine Sum-
menkonvention).

5 Die Indizes projizierter Groflen sind in Klammern gesetzt:

(@), (), (B).

)
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dar. Hierin beschreibt 7% die Verteilung aller nicht-
gravitativen Energie, Impulse und Spannungen. Seine
beiden fundamentalen Eigenschaften sind gemall
(2.1) die Symmetrie

T3 = TPa (2.2)
und die Divergenzfreiheit
T%%,=0. (2.3)

Im Gegensatz zu einer phidnomenologischen Theo-
rie der Materie, die sich im wesentlichen mit diesen
beiden Eigenschaften begniigt, werden wir 7% eine
Struktur geben, indem wir folgendes kinetische Mo-
dell fiir die Materie zugrunde legen: 1. Das System
besteht nur aus Materie und Gravitationsfeld. 2. Die
Materie hat Teilchencharakter. Die Teilchen (ohne
innere Freiheitsgrade) betrachten wir als kleine
starre Kugeln mit Ruhmassen m*;, welche wir durch
die im Schwerpunkt vereinigte Masse reprisentieren
wollen und deren Volumen vernachldssighar klein
gegen das Gasvolumen ist (Punktteilchen). 3. Die
Teilchen wechselwirken miteinander einmal rein gra-
vitativ und zum anderen durch St6fe, welche gemal}
2. in genau einem Punkt der Raum-Zeit stattfinden
(Punktwechselwirkung) und als vollkommen elastisch
betrachtet werden sollen. Gemédll den Feldgleichun-
gen bewegen sich die Teilchen zwischen den St6fen
geoditisch 6:

welgwf =0.

(2.4)

Beschrieben wird durch ein solches Modell beispiels-
weise ein einatomiges ideales Gas, das sich aller-
dings nicht im thermodynamischen Gleichgewicht zu
befinden braucht, so dal auch Transportphdnomene
(z. B. Warmestromung) auftreten kénnen.

§ 3. Konstruktion des Energie-Impuls-Tensors
und Beweis der Divergenzfreiheit

Die Bedeutung des E-I-T gemil} § 2 und die Sym-
metrieeigenschaft (2.2) geben Hinweis zu seiner
Konstruktion. Da die Bahnen der Einzelteilchen ein
,,Weltliniennetz*“ bilden, ist aus den zunachst nur
auf den einzelnen Weltlinien gegebenen Groflen durch
Paralleltransport zum jeweiligen Aufpunkt A ein
Tensorfeld zu konstruieren. Hierbei ist es sinnvoll,
den 4-Impuls eines Teilchens jeweils in dessen lo-
kalen Ruhraum geodatisch parallel zu verschieben.

6 Bei der Ableitung von (2.4) ist das Fehlen innerer Frei-
heitsgrade bei den Teilchen wesentlich. Einen Uberblick
iiber das Bewegungsproblem in der a. R. gibt A. Para-
peTROU, Fortschr. Phys. 1,29 [1953].

J. AUDRETSCH

Abb. 2. Gemeinsamer lokaler Ruhraum (gestrichelt) der Teil-
chen 1—3. Teilchen 4 gehort der a* zugeordneten Kongruenz
nicht an.

Um dieses durchzufiihren, geben wir in A einen
beliebigen zeitartigen Vektor a* vor. Die Gesamtheit
der raumartigen Geodaten, die in A orthogonal zu
a* einmiinden, bilden eine raumartige geodatische
Hyperflache. Diese schneidet Teilchenweltlinien in
der infinitesimalen Umgebung von A, unter ihnen
auch solche, deren Tangente im Schnittpunkt ortho-
gonal auf der Hyperfliche steht. Auf diese Welt-
linien beschranken wir uns (vgl. Abb. 2). Ihre Tan-
gente im Schnittpunkt ist nach geodatischer Propa-
gation nach A parallel zu a* und soll dort w;* ge-
nannt werden, wenn sie vom i-ten Teilchen stammt.
(Teilchen, welche in der Umgebung von A einen
Sto} erleiden, werden zunichst auller Acht gelas-
sen.)

Diese Teilchenweltlinien bilden in einer hinrei-
chend kleinen Umgebung von A eine Kongruenz zeit-
artiger Weltlinien mit dem ,,Querschnitts“-Volumen
d3V, (invariantes 3-Volumenelement aus dem ge-
meinsamen Ruhraum der Teilchen). Wir ordnen

04V, tiber

03V a=04V; (3.1)
den Einzelteilchen zu. Es gilt dann u. a.
1 @ @ m*. 0
_ = * g B i Wi Wi
N ; m*;w w; ; ENZ (3.2)

Ebenso lassen sich mit weiteren zeitartigen Vek-
toren b% c* usw. in A alle anderen Teilchen in glei-
cher Weise erfassen und mit den zugehérigen 57,
03V . usw. zu (3.2) analoge Summen bilden. Die Ge-
samtheit dieser Einzelsummen fassen wir zu einer
Gesamtsumme zusammen, die wir als Ansatz fir 7%
verwenden wollen, wobei 7 tber die Indizes aller
oben erfaliten Teilchen lauft:

*
P s Mt
i O3V;
Im Hinblick auf spitere Interpretationen wollen
wir 7% derart umformen, daB es sich nur aus Gré-

(3.3)
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Ben zusammensetzt, die sich auf das Element 0,/
des Erfahrungsraumes (Orthogonalraum) eines mit
0* bewegten Beobachters beziehen und somit mef-
bar sind. Wir verwenden hierzu die zwischen den
raumartigen Volumenelementen und ihren zeitarti-
gen Normalen bestehende Beziehung (Projektions-

formel, siehe Abb. 3) :

O3V i= 03V (wio,), (3.4)
die mit (3.3) fiir den E-I-T
* wdwh
oo 1y miwlw (3.5)

o0V T wfo,

ergibt. Ohne Wertinderung fiir 7% konnen hierin,
wie beabsichtigt, die w;* am Ort des Volumens 5/
genommen werden, denn die Weltlinien, die 04V

we

ol

Abb. 3. Zur Projektionsformel (3.4). i kennzeichnet die Welt-
linie des i-ten Teilchens.

senkrecht schneiden, gehen auch durch 03/ (beides
infinitesimale Volumenelemente). Weiterhin ist die
4-Geschwindigkeit des i-ten Teilchens nach Parallel-
transport vom Schnittpunkt seiner Weltlinie mit 63/
nach A in niedrigster Nédherung gleich w. i lauft
nunmehr iber die Indizes aller von 63/ erfaiten
Teilchen.

Wenn Stofle zugelassen sind, ist unsere Konstruk-
tion (3.3) im allgemeinen nicht durchfithrbar. Zum
Beispiel wird in Abb. 4 Teilchen 2 nicht erfalit, da
keine raumartige geodatische Hyperfliche existiert,
die durch A geht und seine Weltlinie senkrecht schnei-
det. In solchen Fillen konstruieren wir den Bestand-

7 Da sich durch die Existenz eines Relativitatsprinzips (R.p.)
auch in der a.R. 8 im Stopunkt Abhingigkeiten zwischen
den Erhaltungssitzen finden, konnen wir mit einem Mini-
mum an Postulaten auskommen. Wir fordern nur die Er-
haltung der Gesamtenergie beim Stof3 :

S mhjwir o, T m* witoq. (3.6)
i )
(" kennzeichnet Grofen nach dem StoB, - gilt nur im

StoBpunkt). (3.6) ist nach dem R.p. unabhédngig vom Be-
wegungszustand des Beobachters und gilt somit fiir belie-
bige 02 mit 02 0,= +1. Der 4-Impuls-Erhaltungssatz beim
Stof}

S mtjwir =3 mt wi'e (3.7)
i i
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Abb. 4. Zur Diskussion der Sto3prozesse.

teil s7% von T*, der durch die StoBpartner gebildet
wird, mit einem beliebigen d;F wie in (3.5), gehen
dann iiber (3.4) auf (3.3) zuriick und erhalten
schlieBlich auch fiir diesen Fall insgesamt die beiden
Grundgleichungen (3.3) und (3.5).

Im Hinblick auf die Eindeutigkeit dieses Verfah-
rens bleibt allerdings zu zeigen, daBl d4V tatséchlich
beliebig wahlbar ist, dal also das gleiche Ergebnis
fiir s7% erzielt wird, wenn entweder alle StoBpart-
ner vor oder alle nach dem Stofl erfafit werden.
Gleichbedeutend damit ist der Nachweis, dal die bei-
den Fille im StoBpunkt S (d. h. fiir die unendlich
vielen raumartigen Hyperflichenelemente &3V, die
S und A enthalten) ineinander iibergehen. Mit Hilfe
des 4-Impuls-Erhaltungssatzes beim Sto 7 ergibt
sich, daB8 die beiden Ausdriicke fiir §7% 04 mit allen
zu den jeweiligen 8,0 gehorigen o® ineinander iiber-
gehen. Daher gilt diese Gleichheit schlieBlich auch
fiir T selber.

Bei unserem Ansatz fiir den E-I-T ist die Symme-
trie (2.2) gewdhrleistet, hingegen bleibt die Diver-
genzfreiheit (2.3) als notwendige Bedingung eigens
nachzuweisen. Wir diirfen hierzu auch bei Vorliegen
von Stofen von der Form (3.3) ausgehen, wie auf
Grund des 4-Impuls-Erhaltungssatzes beim Stof} be-
reits gezeigt wurde. Weiterhin verwenden wir Gl.
(2.4) fir die geodatische Bewegung der Einzelteil-
chen und machen zusitzlich von folgenden geometri-

schen Sitzen Gebrauch 9:

ergibt sich hiermit als Folge von (3.6). — Die Vorausset-
zung, dal die Stofle elastisch sind, ist gleichbedeutend mit
der Erhaltung der kinetischen Energie. Hieraus folgt zu-
sammen mit Postulat (3.6) die Erhaltung der Gesamtruh-
masse:

p) m*; =3 m*;. (3.8)

]

8 Zu den globalen Abhingigkeiten in Newronscher Mechanik
und spez. Relativitdtstheorie vgl. z. B. Beremann, Special
Theory of Relativity, in Handb. d. Phys., Bd. IV, S. FriccE
(Ed.), Springer-Verlag, Berlin 1962, S. 144 ff.

Zu einer Theorie der zeitartigen Kurvenkongruenzen in Eix-
steinschen Gravitationsfeldern vgl. z. B. M. TrimpER, Diss.,
Hamburg 1961, S. 6 ff. Siehe auch J. Enters, Akad. Wiss.
Mainz, Abh. Math.-Nat. K1. 1961, Nr. 11, S. 798 ff.
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Fiir den normierten Tangentenvektor w?* einer ein-
zclnen Weltlinie aus einer zeitartigen Kongruenz ist

wila= 06 (3.9)

die Expansionsgeschwindigkeit der Kongruenz. Sei
03V ein beliebiges infinitesimales Volumen auf der
Hyperflache orthogonal zu w?, so gilt ?:

1 ; .
O 5 (Oal) jaw (3.10)

Alle zu a* bzw. b* usw. gehorigen Weltlinien bilden
jeweils in der Umgebung von A eine solche Kon-
gruenz. Es folgt daher aus (3.9) und (3.10) mit
Riicksicht auf (3.1)

1
willa= W (03V3) llawi? (3.11)

und somit:

wi’
@J)h:u (3.12)

Aus (2.4) und (3.12) erhalten wir schlieflich die
Divergenzfreiheit von 7%, Gl. (3.3) :

af, V * w,‘l Y] B ]. ‘/}"a 3 [
T2 4 Tm i Késl/) . wl+ N2 wi|la w; 0.

(3.13)

§ 4. Deutung der Bestandteile des Energie-
Impuls-Tensors in invarianter Weise

Wie jeder symmetrische Tensor, so laft sich auch
T3/ beziiglich eines beliebigen zeitartigen Einheits-
vektors 0* wie folgt invariant zerlegen:

T = po® of + q® of + ¢ 0* + OW B, (4.1)
wobei
u=T%0,05, q@=T%o04h7,

@(1\(/?\ — Teo hga hof)’ .

(4.2)

Wir interpretieren die in (4.2) definierten Groflen
auf Grund von (3.5), indem wir o* als die 4-Ge-
schwindigkeit eines Beobachters auffassen. Dem-
gegeniiber ist eine phianomenologische Deutung, die
durch Vergleich mit den entsprechenden Groflen in
analogen Gesetzen der Newronschen Physik gewon-
nen wird, nicht zwingend, da sich nunmehr auch re-
lativistische und auf das Gravitationsfeld zuriickge-
hende Effekte in den Gleichungen widerspiegeln.

J. AUDRETSCH

Gemal (3.5) finden wir fir den ersten Term in
(4.2):
- Smt(wo) = 5 SEg. (43
n= (33V /Tmlwt‘op _(33[/ c iG - )
Nach (1.5) ist E;; die vom Beobachter gemessene
Gesamtenergie des i-ten Teilchens. Folglich ist w die
Dichte der auf den Beobachter bezogenen Gesamt-
energie der Materie.

Der 2. Term in (4.2) ergibt analog

1 1 . da; @
@ = —— ' m*, 0@ = Y mt; =
L WZE i N T
] dz;@ 1
=5 N m* (we b= “NE.qv,®,
531-/ ‘/T m l(wt OQ) dT 63V ; iG vl
(4.4)

Hierin ist v;/* die 3-Geschwindigkeit, die der Beob-
achter am Teilchen mifit. ¢/* ist somit der resultie-
rende Vektor des Flusses der Gesamtenergie der
Teilchen (gesamter Relativimpuls).

Der letzte Term in (4.2) geht mit (3.5) in

1 - m*i wi(at wi(/’f)

(@) (B) _ . L )
¥ &V 7 w?o, (45
iiber, woraus wir mit (1.2) und (1.4)
@(:)(ﬁ') — 51V z pi(z) vi(ﬂ) (4.6)
3 )

ableiten. Wie in der Newronschen Physik ist dieser
aus den Komponenten von melbaren 3-Impulsen
und 3-Geschwindigkeiten multiplikativ zusammenge-
setzte Tensor der (relativistische) Spannungstensor
des Gases. Auch in der a.R. besitzt er wegen

QDN —EBE, O g, =0 (4.7)

nur 6 unabhéngige Komponenten.

§ 5. Stromlinien und Massenstromvektor

Wie in der nichtrelativistischen Physik ist zu er-
warten, daf} durch die Bewegung der Materievertei-
lung ein System zeitartiger Weltlinien ausgezeichnet
wird mit der Eigenschaft, daf} alle Vorginge eine
besonders einfache Beschreibung zulassen, wenn sie
auf dieses System bezogen werden. Wir fithren diese
(sich nicht iiberschneidenden) Weltlinien derart ein,
dal} wir fir das Feld ihrer zeitartigen Tangenten-
vektoren u? die klasische Stromliniendefinition

angglcnlc (51)
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entsprechend dem kinetischen Modell der Materie
sinngemaf} ibertragen: o5 bedeuten in (5.1) die
Partialdichte der Bestandteile, b, deren Geschwin-
digkeiten und o die Gesamtdichte. Ferner ist u* zu
normieren

wvu,=+1, (5.2)

so dal} u* auch als Beobachter-4-Geschwindigkeit auf-
gefalit werden kann.

Obwohl die Stromlinien absolute Bedeutung ha-
ben, werden wir sie, um die Analogie zu (5.1) be-
sonders deutlich zu machen, zunichst auf ein davon
unabhingiges Weltliniensystem von Beobachtern be-
ziehen. (5.1) laBt sich dann entweder gemaf}

Fop)eo-gipe o9
oder gemal
(2 m*i(wd o,) ) SO S m*i(weo,) 2@ (5.4)
: N i o5V
mit [vgl. (1.2)]
u**=u*/ul o, (5.5)

verallgemeinern. Aus (5.3) und (5.4) kann tber
den Projektionsoperator (1.3) und die Normiert-
heit (5.2) u** jeweils bestimmt werden. Hiermit er-
gibt sich schlielich u* aus (5.5).

Beziehen wir alle Vorginge auf die Stromlinien
selbst, so bewegt sich der Beobachter mit u®; es gilt
also

0% =u?. (5.6)
Aus (5.3) erhalten wir damit (@ =0):
1 (
* 0.0 — 5
(SsV Zm iVi 0. (07)

Die Gl. (5.4) soll nicht weiterverfolgt werden. Be-
ziiglich der durch sie bestimmten Weltlinien wiirde
der resultierende Energieflull verschwinden, wie ein
Vergleich von (5.4) und (5.6) mit (4.4) zeigt. Wei-
terhin kann der Massenstromvektor nur iiber (5.3)
derart definiert und behandelt werden, dafl wir mit
ihm einen weiteren Anschlufl an die bekannte kon-
tinuumsmechanische Formulierung erhalten. Wir
fassen daher (5.2) und (5.7) als die 4 beobachter-
unabhingigen Bestimmungsgleichungen fiir u* auf 1°.

Wihrend die Deutungen von x« und ©@@®) in § 5
im Falle eines mit der Strémungsgeschwindigkeit u?
bewegten Beobachters ungeindert iibernommen wer-
den konnen, vereinfacht sich die von ¢/¥. Wir kon-
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nen (4.4) mit Hilfe von (5.7) folgendermaflen um-
formen:

1 .
q@ = R 2 m*(we u,) v;®
1
- (a)
(S,V 2 [m*i(weu,) —m*] v (5.10)
57 zElh vl )
wobeli
Ex =m*;(weu,) —m*;=Eg—m% (5.11)

die kinetische Energie des i-ten Teilchens darstellt.
g® ist nunmehr der resultierende FluB der kineti-
schen Energie und somit der Warmestromvektor.
Wie in der Newtonschen Physik besteht er aus 3 un-
abhingigen Komponenten und liegt ganz im Beob-
achtungsraum.

Wir definieren ferner den Massenstromvektor m?
zundchst in absoluter Weise durch:

. m*; w?
m= 2,

Das Konstruktionsverfahren ist das gleiche wie bei
T, wobei wir die durch StoBe entstehenden Schwie-
rigkeiten wie in § 3 unter Benutzung des Erhaltungs-
satzes der Gesamtruhmasse beim Stol (3.8) umge-
hen. Aus dem geoditischen Verhalten der Einzelteil-
chen folgt mit (3.12) die Divergenzfreiheit von m?:

m?||a = Zm (6 V)”a=0-

Weiter zeigen wir, dafl m® parallel zu u* ist. In-
dem wir (5.12) zunichst mit (3.4) umformen, so-
dann die w;* mit Hilfe des Projektionstensors (1.3)
zerlegen, die w;® gemif (1.2) durch v;® aus-
driicken und schlielich unter Beriicksichtigung von
(5.7) zusammenfassen, finden wir:

(5.12)

(5.13)

*

1 *. a * a3 . 1 *
m=<wf§mi>u—@ u-, 9_631/ }i:mi.

(5.14)

10 Um deutlich zu machen, dal die hierdurch bestimmten
Weltlinien durch die Materieverteilung allein festgelegt
sind, definieren wir ua [iliber die projizierten Grofen, vgl.
(1.3)] implizit durch (5.1) und

o m*j wi(a)
T OV
und konstruieren diesen Vektor nach dem bei 728 ange-

wandten Verfahren. Mit der beziigl. u@ gebildeten Projek-
tionsformel (3.4) erhalten wir daraus (5.7) :

Z m ly'(:ﬂ

i N4

Die oben definierten Stromlinien sind also Absolutgrof3en.

=0 (5.8)

(5.9)
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Hierbei stellt o* die Dichte der Ruhmassen der Teil-
chen dar. m® selber ist somit derjenige Anteil der
4-Impulsdichte der Stromung, welcher in den Ruh-
massen der Teilchen seinen Ursprung hat.

§ 6. Bilanzgleichungen fiir Energie und Impuls

Die Divergenzfreiheit (2.3) stellt in der phéno-
menologischen Theorie den differentiellen Energie-
und Impulssatz der Materie dar. Um dieses auch fiir
unseren Ansatz nachzuweisen und damit unsere Deu-
tung von T% weiter zu erhirten, gehen wir wieder
auf das Verhalten der Einzelteilchen zuriick und un-
tersuchen die lokalen Anderungen von Energie und
Impuls in einem infinitesimalen Volumenelement
(Umgebung eines Beobachters).

Bei der Durchfithrung beschrdnken wir uns auf
den vektoriellen Bestandteil von (3.2), der durch
Projektion in den Beobachterraum entsteht:

0=T%jahf = (0% 09 1ahf + q@ 0%a b,f

+ q(Q)“a o* hpﬂ_l_ q(ﬁ) 0‘1“0-{— @(a)(Q)”a hgﬂ. (6'1)

(Der skalare Bestandteil 7%|ja 05 =0 1dft sich dann
in analoger Weise als Energiebilanz deuten.) Die
Rolle der einzelnen Summanden in (6.1) wird deut-
lich, wenn wir zunéchst die Makrogroflen gemaf der
entsprechenden Gleichungen in § 4 umformen und
dann fir die Bestimmungsgroflen der Einzelteilchen
eine allgemein-relativistische Dynamik der Einzel-
teilchen verwenden, wie sie HoxL und Dennex ! fiir
Polteilchen entwickelt haben. Nach den dortigen
Rechnungen ergibt sich aus der Geodisie fur die
3-Kraft G;, , die bei geoditischer Bewegung am i-ten
Teilchen angreift und sich aus Gravitations- und
Tragheitskriaften (z.B. Zentrifugal- und Coriovris-
Krifte) zusammensetzt:

Giu = m*i (wig Oo) [Au + B/w vi(y)] (62)
. A =F l,Ov, F = Oy||u — Oully
t { u u uy / ’ 6.3
m B.=Fiyo)s Giu=GCi - (6.3)

Die rechte Seite von (6.2) ist hiernach die vom Be-
obachter wahrgenommene totale zeitliche Anderung
des 3-dimensionalen (Relativ-) Impulses des Einzel-
teilchens. Hiermit lassen sich die Summanden in
(6.1) umformen; wir erhalten mit Hilfe von (6.3)
im einzelnen:

(0% 0%) [lahf = — u AP, (6.4)

11 H. Dennen, Wiss. Z. Univ. Jena 15 (Heft 1), 15 [1966] u.
H. Hose u. H. Denxex, Z. Phys. 191, 313 [1966].

J. AUDRETSCH

q(a) 0olla hQﬂ + q‘:?)”ﬂ 0? heﬂz — q(“) Bﬂa + LO q(ﬂ)’

(6.5)
1
(6.6)

L, ist die Lie-Ableitung in Richtung o*; p# ist der
resultierende 3-Impuls aller Teilchen. Setzen wir
(6.4 —6) in (6.1) ein und fassen gemall (6.2) zu-

sammen, so erhalten wir:

1 1
1 Gl _ @@y, kb
5.7 G O @), h Fy

B) =
Lo p 53V
GP = Z(;i(ﬂ).

(6.7)

Diese Beziehung lafit sich komponentenweise deu-
ten, wenn wir im Beobachterpunkt A einen bis auf
Raumartigkeit beliebigen Vektor X©® vorgeben.
Durch Paralleltransport lings Geoddten zu jedem
Nachbarpunkt wird er zu einem Vektorfeld ausge-
baut. In A gilt dann:

X@5=0. (6.8)

a® X, ist die X-,Komponente“ eines Vektors a
in A. Hiermit folgt aus (6.7) :

1
X Lop = 5,7 X GO — X5 OB,
(6.9)

Wir veranschaulichen den letzten Term in (6.9),
indem wir ihn iiber ein kleines Volumen V des V*
integrieren und das Integral mit Hilfe des Gauss-
schen Satzes umformen (vgl. Abb. 5):

gSX(ﬂ) OB, d,V + (ﬁX,,;‘,Ha O@® 4,V
4

1
SqV

vV
= Cﬁ(Xm OC®) jad,V = g')e(n) X5 O@® n,doO
¥ 0

= — [[Xy 0@ n, d0dr . (6.10)
7y O

7 ist die Eigenzeit der Beobachterweltlinie; V' liegt
in der 3-dimensionalen zu o® orthogonalen Hyper-
fliche. Beim Zusammenziehen des Volumens auf
einen geniigend kleinen Bereich um A kann in
(6.10) das 2. Integral der linken Seite wegen (6.8)
gegeniiber den anderen vernachlissigt werden; wir
finden mit (4.6) nach Differentiation nach 7:

iX(ﬁ) @(a)(ﬁ)]la d3V = -—_['X(g) @(il)(ﬂ) n(q) dJ
vV o

- / <« P X i3y

2 o n. do. (6.11)

l)," a)

9
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Abb. 5. Zur Verdeutlichung der Bilanzgleichung (6.9).

Hiermit bedeutet der zweite Bestandteil der rechten
Seite von (6.9)

die X-Komponente des gesamten in der Zeit d7 aus
der Oberfliche des Volumenelementes d3/ ausstro-
menden 3-Impulses.

Beachten wir, dal die Lie-Ableitung von p/® in
Richtung o* die natiirliche Verallgemeinerung der
partiellen Ableitung von p® nach der Eigenzeit des
mit o® bewegten Beobachters ist, so stellt (6.9) nach
Multiplikation mit 03/ folgende Impulsbilanz dar:
Die zeitliche Anderung des Gesamtimpulses eines
Volumenelementes im Erfahrungsraum ist kompo-
nentenweise gleich der Summe der Gravitations- und
Tragheitskrifte, die an den Einzelteilchen angreifen,
abziiglich des pro Zeitelement ausgestromten Impul-
ses.

§ 7. Zustandsgleichungen

Nachdem wir nachgewiesen haben, daf} unter An-
satz (3.3) bzw. (3.5) alle notwendigen Bedingungen

815

fiir 7% erfiillt, sind wir nunmehr in der Lage, die
»Zustandsgleichung® des idealen Gases fiir beliebige
Zustinde (nicht notwendig im thermodynamischen
Gleichgewicht) und beliebige Teilchengeschwindig-

keiten anzugeben.

Zu diesem Zweck definieren wir den Druck p iiber
den Spuranteil des Spannungstensors ©@):

p=—-300. (7.1)

Aus (4.1) folgt hiermit
T*y=pn—-3p (7.2)

und mit (3.5) und (4.3)
p= ‘% 673117 izm*i wo,— w,} OJ s (7.3)

Wegen (1.2) erhalten wir damit die Zustandsglei-
chung in der Form:
m*,-

11 o omh o,
P="3 s p 2 y1-pz

Die Entwicklung der rechten Seite nach S ergibt

_ 2 1 mhi 5, 4
P— 3 63V ‘Z 2 ﬂt +0(ﬂt)’

(7.4)

(7.5)

welcher Ausdruck fiir niedrige Temperaturen in die
bekannte Zustandsgleichung fiir das ideale Gas iiber-
geht.

Es sei abschliefend noch darauf hingewiesen, daf}
die rechte Seite von (7.4) nicht ohne weiteres durch
Zustandsgroflen wie u, 0* usf. ausgedriickt werden

<

kann.

Herrn Prof. Dr. H. Hoxu bin ich fiir kritische Be-
merkungen und wertvolle Ratschlige sehr dankbar.
Herrn Dr. H. Dennex danke ich sehr herzlich fiir niitz-
liche Hinweise und zahlreiche klidrende Diskussionen.



